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Uvod

Uobicajen na¢in modeliranja fizickog sistema je njegovo predstavljanje sistemom diferencijalnih
jednacina. Da bi matematicki model ta¢no opisivao stanje fizickog sistema neohodno je
ustanoviti koje od veli¢ina su od relevantne a koje nemaju znacaj. Cesto se, medutim, desava da
relevantna promenljiva nije raspoloziva za direktno merenje. U tom slucaju se do nje dolazi
posredno, izraCunavanjem na osnovu merljivih veli¢ina. Dotatni problem predstavlja ¢injenica da
ponaSanje realnog sistema nikada nije potpuno deterministiCko jer na njega deluju razliciti
poremecaji (Sumovi). Merenje fizickih veli¢ina, u cilju dobijanja veli¢ina stanja, takode je
zaSumljeno 1 izvesnoj meri nepouzdano. Zbog toga ove veliCine zapravo predstavljaju slucajne
promenljive $to navodi na zakljucak da je osim deterministickih za predstavljanje realnih sistema
neophodno uvesti i stohasticke diferencijalne jednacine.

Parametri koji figuriSu u stohastickim jednadinama nisu potpuno tacni ve¢ predstavljaju
aproksimaciju realnih veli¢ina. Kalmanov filter koristi teoriju predvidanja za ekstrakciju
nedostupnih veli¢ina stanja dinamickog sistema iz zaSumljenih ili nekompletnih merenja. U
matematickom smislu ovaj fliter predstavlja rekurzivni postupak kojim se dobija aproksimacija
trazene veli¢ine moetodom najmanjih kvadrata. Algoritmi koji su se u ovu svrhu koristili pre
Kalmanovog za estimaciju stanja sistema u narednom koraku koristili su informacije iz svih
predhodnih koraka. Kalmanov metod filtriranja revolucionaran je u tom smislu §to upotrebljava
merenje samo iz predhodnog koraka za dobijanje a-priori i a-posteriori predvidanja. Ova
predvidanja su medusobno su povezana reziltatima novog merenja.

Slika 1. Rudolf Emil Kalman

Prvi pristup kod modeliranja bilo kog sistema je razmatranje linearnog modela. U skladu sa
takvom tendencijom osnovna verzija Kalmanovog algoritma [1] koristi linearnu funkciju za
aproksimaciju diskretnih veli¢ina. Ovu verziju algoritma Rudolf E. Kalman objavio je 1960.

2



godine 1 od tada, uprkos munjevitom napretku numerickih postupaka, Kalmanov algoritam nije
izgubio na znacaju. Osnovni Razlog lezi u ¢injenici da Kalmanov filter omogucéava procenu
proslih, sadaSnjih pa ¢ak i budu¢ih stanja sistema ¢ak 1 u odsustvu preciznog matematickog
modela. Kalmanov filter doziveo je razlicite modifikacije koje su proSirile oblast njegove
primene. Treba ista¢i ProSireni Kalmanov algoritam, namenjen za ocenu stanja nelinearnih
objekata i kontinualni Kalmanov algoritam namenjen kontinualnim sistemima.

Kao optimalni procjenitelj (estimator) i prediktor nepoznate veli¢ine, Kalmanov filter pronasao
je veliku primjenu kod digitalnih izraCunavanja u sistemima upravljanja, navigaciji, pracenju i
predvidanju putanje objekta, robotici...

Teorija procene

Teorija procene je grana statistike koja se bavi dobijanjem procene nepoznatih veli¢ina na
onsovu zasumljenih merenja. Svrha procene je dobijanje parametara dinamickog sistema na
osnovu merenja koje sadrze slu¢ajnu komponentu. Skup elemenata sa karakteristikama koje
treba odrediti naziva se populacija. Zbog nedostataka resursa (vremena i novca) najcesée nisu
poznate vrednosti svih elemenata populacije. U takvom slucaju cilj je pronalazenje
reprezentativnog uzoraka (ili podskupa) populacije. Teorija procene polazi od predpostavke da
reprezentativni uzorak sadrzi onu koli¢inu elemenata koja obezbeduje relevantne informacije o
procesu odnosno one koje je vredno procenjivati.

Definicija 1. (Slucajna promenljiva) Slucajna promeljiva X je funkcija koja dodeljuje realan
broj, X(§), svkom rezultatu & u prostoru ishoda slucajnog eksperimenta. X:S — R . Opseg
vrednosti slucajne promenljive je podskup skupa realnih brojeva.

Funkcija X(§), koja dodeljuje vrednost svakom rezultatu je fiksna i deterministi¢ka. Slucajnost
posmatrane promenljive X lezi u slucajnosti argumenta ¢ slucajne funkcije X. Drugim recima
sluajna priroda posmatrane promenljive indukovana je eksperimentom i zbog toga se njena
verovatnoc¢a ra¢una u funkciji verovatnoca slucajnih ishoda eksperimenta.

PonaSanje slu¢ajne promenljive vodeno je slucajem, tako da ga mozZemo predstaviti u funkciji
verovatnoce. SluCajna promenljiva je potpuno opisana nalazenjem verovatnoce za svaki od
mogucih ishoda eksperimenta.

Osnovna karakteristika sluajne promenljive X je funkcija raspodele verovatnoce (PDF-
probability distribution function) F(x), koja je definisana izrazom

F(x) =P(X<x) (D

U predhodnoj jednacini, F(x) je funkcija raspodele verovatnoce slu¢ajne promeljive X, a x je
nesluajna nezavisna promenljiva ili konstanta. Funkcija gustine raspodele verovatnoce ili
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funkcija gustine verovatnoce (pdf — probability density function) f(x) definiSe se kao izvod
funkcije raspodele verovatnoce
dF(x)

dx (2)

f&) =

Daleko najrasprostranjenija funkcija gustine verovatnoce sluCajne promenjive, u praksi, je
Gausova (Karl Fridrih Gaus 1777-1855) ili normalna funkcija gustine verovatnoce koja je
definisana izrazom

1 _(X—uz)2
e 20
oV2m 3)

f(x) =

Slucana promenljiva sa ovakvom gustinom raspodele naziva se Gausova ili normalna slucajna
promeljniva i oznacava se skreéeno izrazom X~N (i, 62).

Funkcija gustine verovatnofe potpuno opisuje ponasanje slucajne promenljive. Na osnovu
jednacine (3) ove funkcije ocigledno je da je njen oblik odreden dvema konstantama,
oc¢ekivanom vrednosti u i1 standardnom devijacijom . Zato se svakoj slu¢ajnoj promenljivoj
pridruzuju ovi parametri. Poznavanje njihovih numeri¢kih vrednosti daje brz uvid u prirodu
slu¢ajne promenljive. U praksi se koriste tri pametara za opisivanje sluc¢ajne promenljive:
matemati¢ko o¢ekivanje i, varijansa 2 i kovarijansa X.

Definicija 2. (Ocekivana vrednost) Neka je X realna slucajna promenljiva sa funkcijom gustine
raspodele f (x). Ocekivana vrednost u = E[X] definisana je izrazom

[oe)

p=EX = | xfGodx @
pod uslovom da je integral -
[ xtfGoax )

1ma konac¢nu vrednost.

Ocekivana vrednost slucajne promenljive X moZze biti smatrana merom lokacije centra funkcije
gustine verovatnoc¢e. Zbog toga se naziva jos i sredinom funkcije gustine verovatnoce i oznacava
sa u ili sa uy kada, u prisustvu vise slucajnih promenljivih, zelimo da istaknemo na koju se
slu¢ajnu promenljivu odnosi.

Teorema 1. (Osobine ocekivane vrednosti) Neka su X i Y realne slucajne promenljive i ¢ € R
skalar, onda je
E[X+Y]=E[X]+E[Y] (6)



E[cX] = cE[X] (7)

Definicija 3. Neka su X i Y nezavisne realne slucajne promenljive sa konacnim ocekivanim
vrednostima.Tada imamo da je
E[XY] = E[X]E[Y] (8)

Definicija 4. (Varijansa) Neka je X realna slucajna promenljiva sa funkcijom gustine
verovatnoée f(x). Varijansa o* = V[X] je definisana sa

o)

ot =VIX = | (= w*fCdx = BLX = 0] = E[X?] = (BIXD? ©)

—00

Teorema 2. (Osobine varijanse) Ako su X i Y realne slucajne promenljive i ¢ € R skalar, onda
slede jednakosti

(D) Vie]=0
(2) V[cX] = c?V[X]
(3) V[X +c] = V[X] (10)
(4) Ako su X iY nezavisne,V[X +Y] =V[X] + V[Y]
Definicija 5. (Kovarijansa) Ako razmatramo vektor slucajnih promenljivih

X1
X=1:

in (11)

gde su X ... X,, slucajne promenljive sa konacnom varijansom. Onda je matrica kovarijanse X
Ciji je element (i,j) kovarijansa izmedu X; i X, odnosno

L= Cov(Xy, X;) = E[(X; — u) (X; — 1))] (12)

gde je u; = E[X;], ocekivana vrednost i-tog elementa vektora X. U vektorskom obliku ovo
mozemo predstaviti izvazom

X =E[X - EXDX - E[XD"] = E[XX"] = up" (13)

Definicija 6. Funkcija generatisa momenta (MGF-moment generating function) slucajne
promenljive X definisana je izrazom

m (t) = E[e**] (14)

pod uslovom da je matematicko ocekivanje definisano.



Gausova funkcija gustine verovatnoce

Predpostavljamo da svi slu¢ajni vektori i procesi koje koristimo u izvodenju Kalmanovog filtera
imaju Gausovu raspodelu. U uslovima multivarijabilnog okruzenja mogu se definisati sledeci

izrazi
.U1]
” = H 15
HUn (15)
o2 .. Oy
Z = : ‘. :2 (16)
Op1 - Op

Neka je X slucajni vektor definisan na R™, Gausova (normalna) funkcija gustine verovatnoce
data je izrazom

_ 1 —5 -T2 (X-p)
f(X)—We 2X w)EH(X—u (17)
gde je
f ff(x)dxl---dxnzl (18)
E[X]=pn (19)

matemeticko oc¢ekivanje slucanog vektora i

E[X-wX-wT=Z (20)

matrica kovarijanse sluc¢ajnog vektora. Sli¢no kao u slucaju skalarnih sluc¢ajnih promenljivih
funkcija gustine verovatno¢e kompletno je odredena sa dva parametra (matricom matematickog
oc¢ekivanja i matricom kovarijanse).

Vazna je osobina Gausovih slucajnih vektora je da sabiranje dva (ili) viSe Gausovih sluc¢ajnih
vektora daje, takode, Gausov slucajni vektor sa matematiC¢kim ocekivanjem jednakim sumi
matematickih o¢ekivanja i varijansom jednakom sumi varijansi slu¢ajnih vektora sabiraka. Ovo
se formalno izraZzava teoremom

Teorema 3. Neka su X i Y slucajni vektori sa Gausovom (normalnom) raspodelom onda je
slucajni vektor X +Y takode ima normalnu raspodelu. Tacnije, ako je X~N(uyx,Xx) i
Y~N(uy,2y) i X i Y su medusobno nezavisni, onda je Z = X + Y~N (ux + py,Zx + Zy).

Dokaz. Funkcija generatisa momenta sume dveju nezavisnih slu¢ajnih promenljivih X 1 Y
jednaka je proizvodu dve odvojene funkcije generatisa momenta ovih promenljvih. Ovo se moze
predstaviti izrazom



My4y () = E[e'* ] = E[e]E[e™] = my(t)my (¢) (21)

Za slu¢ajne promenljive X~N(u,02) i Y~N(u,0?) mozemo definisati funkcije generatisa
momenta kao

© _f e Gt e
my (t) = e 202 dx=e¢e 2
X - oV2T
Ty o @
m(t)=f e 202 dx=e"" 2
Y ~ oV2m
zamenom (22) u (21) dobija se
o3t? o3t? (og+oi)t? (23)
My (£) = my(Dymy (t) = "2 M Tz = et

Ovo je funkcija generatisa momenta normalne raspodele sa matematickim o¢ekivanjem py + py
i varijansom of + of. Posto dve funkcije razli¢itih raspodela nemogu imati istu funkciju
generatisa momenta sledi da raspodela X + ¥ mora biti normalna raspodela.

Neka je
X,
X=1: (24)
[ X7
;
Y,
Y=|: (25)
Y,
onda je
Xi+Y
Xp+ Y,

1z ¢injenice da ocekivanu vrednost vektora slucajnih promenljivih ¢ine ocekivane vrednosti svih
njegovih komponenti sledi izraz

E[Xl + Yl] E[Xl] + E[Yl] .uX,l + nuY,l
E[X+Y] = : = : = : = HMx + Wy (27)
E[Xyn +Yy] E[Xyn] + E[Y,] HUxn t Hyn
Na sli¢an nacin se moze dokazati da je
Zyiy = Zx + 2y (28)

Izvodenje ovog izraza dato je u dodatku (A1).



Slu¢ajan process i osobina Markova

Slucajan process predstavlja skup kontinualnih slucajnih promenjivih koje su indeksirane
kontinualnim parametrom x(t), to <t < t;. Stanje kontinualnih dinamickih procesa, koji se
javljaju bilo u prirodnim bilo u vestackim sistemima, ne moze, nikada, biti potpuno poznato
usled uticaja stohasti¢kih procesa (poremecaja). Zbog toga su ovakve procese mozemo smatrati
slucajnim procesima. Da bi se dobio kompletan opis slu¢ajnog procesa potrebno je poznavati sve
moguce zajednicke funkcije gustine verovatnoce

flx(t), x(tz), ..., x(ty)] (29)

za svako t u intervalu (o, tf), gde se indeks t kre¢e od 1 do co. Medutim, u praksi nije moguce
obezbediti toliko veliku koli¢inu inormacija o procesu.

Olaksavajucu okolnost predstavlja ¢injenica da vecéina standardnih procesa imaju osobinu
Markova (Vladimir Andreevich Markov 1871-1897). Ovakvi procesi su potpuno odredeni
zajednickom funkcijom gustine

flx(@®), x(@] = flx@®)]x(D]f[x(2)] (30)

za svako t, T u intervalu (o, tf). Drugim reSima uslovna raspodela verovatno¢e buducih stanja
procesa zavisi jedino od trenutnog stanja sistema a ne zavisi od niza dogadaja koji ovom stanju
predhode. Sluc¢ajni procesi koji zadovoljavaju osobinu Markova nazivaju se Markovljevi slucajni
procesi.

Definicija 7. (Cisto slucajan proces ili beli sum) U slucaju da je p[x(t)|x(t)] = p[x(t)] za
svako t i T u interval (to,ts) proces se naziva Cisto slucajan proces ili beli Sum. Ako proces
ukljucuje spoljasnji poremecaj w(t), sa p[w(t)|w(r)] = p[w(t)] za |t —1| =T, gde je T
mnogo manje od prosecnog vremena odziva analiziranog sistema, onda spoljasnji poremecaj
w(t) moze biti smatran belim sumom u odnosu na posmatrani sistem.

Gaus-Markov slucajan process je slucajan process koji ima osobinu Markova sa dodatnom
restrikcijom da su p[x(7)] i p[x(t)|x(7)] Gausove funkcije gustine verovatnoce za svako t, T u
intervalu (to, tr). Zbog toga je funkcija gustine verovatnoce p[x(t)] Gaus-Markov procesa

potpuno odredena vektorom matematickog ocekivanja p, ) = E[x(t)] i matricom kovarijanse
Covyey = [x(t) = May ] [X (1) — pac)]™

Izuzetan znacaj ovakvog tipa procesa proizilazi iz Cinjenice da vecina prirodnih i vesStackih
dinamickih procesa, koji se javljaju u praksi, moze biti aproksimirana, sa prilicnom ta¢noscu, uz
pomo¢ Gaus-Markov procesa. Stavise, veoma je ¢esta praksa aproksimacije procesa koji nije
Gaus-Markov upotrebom Gaus-Markov procesa u uslovima ograni¢enih raspolozivih statistickih
podataka.



Estimator na bazi najmanjih kvadrata i Gaus-Markov teorema

Estimator na bazi metode najmanjih kvadrata ili estimator najmanjih kvadrata (LSE — last square
estimator) moze biti upotrebljen kad god nisu poznati probabilisticki podaci o sistemu. Pristup je
predpostaviti model sistema (bolje nego predpostaviti probabilisticke podatke) i1 posti¢i cilj
dizajniranja koriste¢i predpostavljeni model. U svrhu izvrSenja estimacije kroristi se linearni
regresioni model.

Definicija 8. Linearni regresioni model datog skupa podataka {Y;, Xi1, ..., Xim}i=1 polazi od
predpostavke da je veza izmedu zavisne promenljive Y; i m-dimenzionalnog vektora ulaznih
slucajnih  pormenljivih linearna. Ova linearna veza modelira se wuvodenjem Cclana e,
neopservabilne slucajne promenljive koja uvodi Sum u linearnu vezu izmedu zavisne promenljive
i regresora. Tako model dobija oblik

Vi =B X+ +PmXim+te =X B+e, i=1..,n (31)

gde je X! B linearni proizvod izmedu vektora X; i B. Jednacina (31) moZe biti predstavljena u
matricnom obliku

Y=X"B+e (32)
gde je
Y; XlT X11 - Xim b1 €1
(e ] =[] N
Yo X5 Xn1 - Xnm B €n

Gaus-Markov teorema govori da kod linearnog regresionog modela, kod koga greske estimacije
imaju matematicko ocekivanje jednako nuli, nisu u medusobnoj zavisnosti i imaju jednake
varijanse, najbolji linearni objektivni estimator (BLUE-best linear unbiased estimator)
koeficijenata je obiCan estimator na bazi metode najmanjih kvadrata. Ovaj estimator je najbolji u
smislu najmanje srednje kvadratne greske procene. U formalnom obliku Gaus-Markov teorema
ima oblik

Teorema 9. (Gaus-Markov) Predpostavimo sledeci linearni regresioni model
Y=X"B+e€ (34)

gde je B vektor neslucajnih neopservabilnih parametara, X;;j neslucajnan opservabilni vektori, €

vektor slucajnih promenljivih, zbog cega su i Y; slucajni vektori. Ako su zadovoljeni uslovi
(1) E[e] =0, V[e] = 0% i Cov(e;, €) = 0zasvako i # j

(2) B je estimacija vekotra B. Kazemo da je estimator objektivan ako je
zadovoljen uslov E[f?] = p. (35)



(3) Neka je Y7L, A;pB; bilo koja linearna kombinacija koeficijenata, onda je
srednje kvadratna greska procene E [Z;’Ll Aj (,[?} — ﬂ])] )

onda je najbolji linearni objektivni estimator vektora [, za svaku kombinaciju linearnih
parametara, estimator sa minimalnom srednje kvadratnom greskom. Obican estimator na bazi
metode najmanjih kvadrata je funkcija

B=X"X)"'X"y (36)

za X i Y koja minimizira sumu kvadrata ostatka

n n K 2
Z(Yi -7)" = z Y- z BYi (37)
i=1 j=1

i=1

otuda je obican estimator na bazi metode najmanjih kvadrata najbolji linearni objektivni
estimator.

U izvodenju Kalmanovog filtera odnosno rekurzivnog postupka najmanjih kvadrata presudnu
ulogu igraju uslovna ocekivanja. Neka su X i Y slucajni vektori sa zajednickom raspodelom
potpuno odredenom momentima prvog i drugog reda. Momenti drugog reda promenjivih X i Y
definiSu se izrazma

V[X] = E[XXT] - E[X]E[XT] (38)
VY] = E[YYT] — E[Y]E[YT] (39)
Cov(Y,X) = E[YXT] — E[Y]E[XT] (40)

Neka je uslovno ocekivanje slucajnog vektora Y za dato X linearna funkcija od X
E[Y|X]=a+B"X (41)

Cilj je na¢i vektor a 1 matricu B u funkciji momenata drugog reda predstavljenim jednac¢inama
(38-40). Mnozenjem uslovnog oc¢ekivanja marginalnom funkcijom gustine sluajne promenljive
X i integraljenjem po X dobija se E [E [Y|X]] = E[Y]. Koriste¢i ovu jednakost u jednacini
uslovnog o&ekivanja (41) dobija se E[Y] = a@ + BTE[X] odnosno sledi izraz za a

a = E[Y] — BTE[X] (42)

MnoZenjem uslovnog ocekivanja E[Y|X] sa X7 i marginalnom funkcijom gustine slu¢ajne
promenljive X a onda izraCunavanjem matematickog ocekivanja tako dobijenog izraza dobija se
jednacina

E[YXT] = aE[X] + BTE[XXT] (43)

10



Mnozenjem izraza & + BTE[X] sa E[XT] dobija se
E[Y]E[X"] = aE[X] + BTE[X]E[X"] (44)

Oduzimanjem jednacine (38) od jednacine (40) i uz pomo¢ jednaine momenta drugog reda
dobija se jednakost

Cov(Y,X) = BTCov(X) odnosno BT = Cov(Y,X)Cov~1(X) (45)
Zamenom jednacina (42), (38), (45) i (40) u definiciji za E[Y|X] (41) dobija se
E[Y|X] = E[Y] + Cov(Y,X)Cov 1 (X)(X — E[X]) (46)

Na osnovu predhodih izvodenja mogu sumirati izvedene jednacine kao i ostale jednacine [4],
koje se mogu izvesti na sliCan nacin, neohpodne za izbodenje rekruzivnog Kalmanovog
postupka.

E[Y|X] = E[Y] + Cov(Y,X)Cov 1 (X)(X — E[X]) (47)
Cov(Y|X) = Cov(Y) — Cov(Y,X)Cov™1(X)Cov (Y, X) (48)
E[E[Y|X]] = E[Y] (49)
Cov(E[Y|X]) = Cov(Y,X)Cov~2(X)Cov(X,Y) (50)
Cov(Y) = Cov(Y,X) + Cov(E[Y|X]) (%33)
Cov(Y —E[Y|X],X) =0 (52)

Dinamika stohastickog stistema

Kalmanov filter podrazumeva postojanje vremenski diskretnog procesa kojim se upravlja
odnosno koji se nadzire. Vremenski diskretan linearan proces, koji nije potpuno deterministicki,
moze biti opisan diferencnom jednacinom stanja

Xk = AXk—l + BUk—l + Wk—l (53)
1 diferencnom jedna¢inom mernog sistema
Y, =HX, +V, (54)

gde je X, n-dimenzionalni vektor stanja koji sadrzi sve relevantne veli¢ine u koraku k i
pomnoZzen n X n-dimenzionalnom matricom sistema A ¢ini deterministi¢ki deo jednacine stanja,
U, je m-dimenzionalni vektor ulaza u koraku k koji pomonozen n X m-dimenzionalnom
matricom ulaza ¢ini nehomogeni deo jednacine stanja, W, n-dimenzionalni slucajni vektor
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poremecaja (Sum objekta) u koraku k koji €ini stohasticki deo jednaCine stanja. Diferencna
jednaCina mernog sistema pokazuje da je [-dimenzionalni vektor izlaza (merenih veliCina) Y
takode jednak zbiru deterministickog i1 stohastickog dela. Deterministicki deo mernog sistema
¢ini proizvod | X n-dimenzionalne matrice H i vektora stanja a stohasti¢ki deo [-dimenzionalni
vektor V, koji predstavlja vektor poremecaja mernog sistema u koraku k. Zbog jednostavnosti
izvodenja pretpostavljeno je da su matrice A, B i H vremenski invarijantne mada one u praksi
mogu biti promenljive.

Cil Kalmanovog filtriranja je nalazenje vektora stanja X; koji nije direkno merljiv na osnovu
merljivog vektora izlaza Y. Pri izvodenju filtera smatra se da Sumovi objekta W} 1 mernog
sistema V, predstavljaju medusobno nezavisne slucajne procese sa Gausovom raspodelom koja
ima nulto matematicko ocekivanje. Ovi slucajni vektori mogu biti simboli¢ki predstavljeni
slede¢im izrazima

W~N(0,Q) i V~N(O,R) (55)

gde su matrice kovarijanse ova dva vektora definisane izrazima
Q = E[WWT] i R=[VVT] (56)

U svrhu izvodenja Kalmanovog filtera treba uvesti pojam Bejsovog pravila ili Bejesove teoreme
(Tomas Bejs 1701-1761). Vaznost njegovog pristupa je u obezbedivanju matematickog pravila
koje objasnjava kako treba menjati postoje¢a ubedenja u svetlu novih dokaza. Drugim recima
ovaj pristup omogucava istraziva¢ima da kombinuju nove podatke sa postoje¢im znanjem.
Postupak uvodi algoritam predikcije-korekcije koji podrazumeva predvidanje (predikciju)
ponasanja sistema u slede¢em vremenskom koraku (a-priori procena) i podeSavanje (korekciju)
ove predikcije na osnovu podataka dobijenih od senzora ili mernih instrumenata kada oni
postanu dostupni (a-posteriori procena). Za izvodenje Kalmanovog algoritma, imajuc¢i u vidu
Bejsov pristup, potrebno je definisati sledece veliCine

X; ER™ (57)
X, €R" (58)
e, = X, — X, (59)
e, =X, — Xx (60)
I, = Ele;(e)"] (61)
I, = E[e,el] (62)

gde je X a-priori ocena stanja u koraku k (§to znadi da poznajemo ponasanje sistema koje
predhodi koraku k), X, je a-posteriori ocena stanja u koraku k (§to podrazumeva poznavanje

12



rezultata merenja Y;), e je greska a-priori procene, e; je greSka a-posteriori procene, Xj je
matrica kovarijanse a-priori greske 1 X, matrica kovarijanse a-posteriori greske.

Potrebno je naéi jednacinu koja izraCunava a-posteriori ocenu stanja X, kao linearnu
kombinaciju a-priori ocene stanja X, 1 razlike izmedu aktuelnog merenja Y 1 predikcije merenja
HX; pomnozene odgovaraju¢im koeficijentom K. Ovo se moZe predstaviti izrazom

U predhodnoj jednacini dve veli¢ine igraju najznacajniju ulogu. Clan Y, — HX; predstavlja
inovaciju merenja ili ostatak i n X n-dimenzionalna matrica K, predstavlja matricu Kalmanovog
pojacanja.

Sada treba formulisati algoritam ocene tako da zadovoljava sledece statisticke uslove:

1. Ocekivana vrednost estimacije stanja jednaka je oGekivanoj vrednosti stvarnog stanja. Sto
podrazumeva da je, u proseku, ocenjeno stanje jednako stvarnom stanju.

2. Algoritam estimacije minimizira ocekivanu vrednost kvadrata greske ocene. Tako da, u
proseku, algoritam daje najmanju mogucu gresku ocene.

Da bi predhodni uslovi bili zadovoljeni potrebno je identifikovati optimalnu vrednost
Kalmanovog pojacanja K.

Teorema 4. Optimalna vrednost matrice Kalmanovog pojacanja (vrednost koja minimizira
kovarijansu greske odnosno omogucava najbolju estimaciju) je

K, =X HT(HE;HT + R)™! (64)

Dokaz. Razmotrimo model dinamickog procesa opisanog jednac¢inama (53) i (54) sa greskom a-
posteriori procene e, = X, — X . O¢ekivana vrednost greske data je izrazom

Ele,] = E[X, — X,] = E[(I — Ky H)ey — Ki V] (65)
Primedba. Posto su K, i H konstantne matrice u svakom koraku, a izvodimo izraz za K, vaze
sledece jednakosti
E[K,] = Ky
E[H|=H
K1) = & &
[Hi| = H;,

zahvljuju¢i kojima jednacina (65) dobija oblik
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Elex]l = I - KyH)E[e; ] — K E[Vy] (67)

Iz predhodne jednacine sledi da ako je E[V,] = 0 i E[e;]=0 onde je i E[e,] = 0. Ovo prakti¢no
znaci da ako Sum mernog sistema ima oc¢ekivanu vrednost jednaku nuli za svako k, $§to mozemo
proveriti iz matemtaickog modela sistema, i inicijalnu ocenu stanja sistema podesimo da
odgovara njenoj o&ekivanoj vrednosti X, = E[X,], onda ¢e o¢ekivana vrednost X}, biti jednaka
X za svako k. Zbog toga je estimator stanja sistema objektivan bez obzira na vrednost matrice
Kalmanovog pojacanja. Ovim je prvi od gore istaknutih zahteva zadovoljen.

Kriterijum optimalnosti koji se koristi za odredivanje matrice K, podrazumeva minimizacija
ukupne varijanse greske estimacije u koraku k. Neka je M, ukupna varijansa greske estimacije u
koraku k. Onda je

My = E[|X, - Xi||’| = Elefei] = Eltr(ee])] = tr(Eleel]) = tr(Z,) (68)

gde je tr trag operator i £, je matrica kovarijanse a-posteriori greske. Sada je potrebno odrediti
izraz za e, ey, dobiti njegovu o¢ekivanu vrednost i konaéno odrediti njen trag.

Korak 1: Treba izvesti izraz za e, el,. Kombinovanjem izraza (60) i (63) dobija se
evel = (I — K H)ey — KV, (U — K Hex — K Vi)
=(I - K H)ege,"(I — K H)™ — (I - K H)eg ViKj, — (69)
—KVier"(I— K H)" + K, .V, VLK},
Korak 2: Potrebno je odrediti izraz za o¢ekivanu vrednost od e, ek, odnosno E[e,er]
Eleel] = E[I — K HIZ E[(I — K, H)T] - E[(I — K H)e; VEKY] -
(70)

—E[K Viex" (I — K H)T] + E[K, V. ViK}]

Primedba. E[V,] =0, E[VY] = 0 i V je nezavisna od ostalih ¢lanova u jednadini o&ekivane
vrednosti zato $to je V, definisano kao Sum merenja, sa Gausovom gustinom verovatnoce. Zbog
toga vaze jednakosti E[(I — K, H)e;VIKY] =0 i E[K,V,e;" (I — K,H)T] = 0 pa jednagina
(70) dobija oblik

Eleye}] = E[I — K HIS E[(I — K H)™] + E[K, V, VEKT] (71)

Korak 3: U cilju minimiziranja matrice X, vrSi se minimizacija njenog traga odnosno izraza
tr(E[e,er]). Ovo je moguée uraditi diferenciranjem traga u po matrici Kj. Radi ovoga
zamenjujemo K, sa K + tU gee je t skalar a U direkciona matrica i izvrSiti diferenciranje po t
ut = 0. Tako se dobija sledeci izraz
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M, =tr((I-KHHE;(I-K,H" —t(IZ;H'UT + UHE;,;(I1 — K, H)")
72
+t2(...) + KxRKY + tK, RUT + tURK’, + t(...)) (72)

Sada treba izvrSiti diferenciranje po t u t = 0 i izjednaciti dobijeni izraz sa nulom. Ostace samo
linearni ¢lanovi

311‘? = —tr(( - K H)E (UH)T) — tr (UHE (I - K, H)T) +
k

(73)
+tr(K,RUT) + tr(URKY) = 0

kako je tr(AT) = tr(A4), jer su dijagonale ovih matrica jednake, sledi da je tr(UTK),) =
tr((KLU)T) = tr(KLU). Takode je, iz istog razloga, tr(UHEZ;(I— K, H)") =tr(( -
K, H)Z; (UH)T). Tako izraz (73) postaje

oM,
oK,

(74)

=tr(—~UHZ;(I - K,H)" + KLUR) =0

Posto je R = E[V,V%] i Z; = E[e; (ex)T], obe ove matrice su simetri¢ne. Tako je RT = R i
2.7 =327, Za simetri¢nu matricu R i matrice A, B, C vaZe izrazi tr(RA) = tr((ATR)T) =
tr(ATR) = tr(RTA) i tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). Koriste¢i ove jednakosti dobija se

oM,
oK,

(75)

= tr((—Hz,; (I— K .H)T + RK};)U) =0

Ima n? moguéih varijanti za izbor direkcione matrice U,y,, koje se razlikuju po poziciji
elementa koji ima vrednost 1 (ostali elementi matrice jednaki su nuli). Zbog toga je

—HZ,(I-KH)" +RKL =0 © K, =X H (HZ;H" + R)™* (76)

Na ovaj nacin izvedeno je optimalno pojacanje koje minimizira kovarijansu greSke estimacije
odnosno zadovoljen je drugi statisticki uslov koji je istaknut na pocetku izvodenja Kalmanovog
algoritma.

Posmatrajmo sada ekstremne slucajeve kada matrica kovarijanse merenja i matrica kovarijanse
a-priori greske konvergira nuli

lim Ky = ZeHT(HE HT + R)™ = H™? (77)
k—)
Jlim Ky = Z;H"(HE H" +R)™ = 0 (78)
k—)

u prvom slucaju (77), kada se smanjuje greSka merenja, korekcija naglaSava rezultat stvarnog
merenja jer ono postaje blize stvarnoj nego simuliranoj vrednosti. U drugom slucaju (78), kada
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greska a-priori estimacije tezi nuli, pojacanje takode tezi nuli $to znaci da a priori ocena stanja
postaje bliza korigovanoj estimaciji. Drugim rije¢ima, §to je predikcija bila bolja, to je potrebno
korigovati a priori procenu za manju vrednost.

Algoritam Kalmanovog filtera

Kalmanov filter koristi se za ocenu stanja objekta u odredenom vremenskom trenutku. On je
napravljen u vidu mehanizma upravljanja sa povratnom spregom i izvrSava se u dva koraka.
Predikcioni korak algoritma predstavlja vremensko podeSavanje ili projekciju ocene stanja iz
predhodnog koraka (k — 1) na naredni korak (k). Rezultat predikcione faze predstavlja a priori
ocenu stanja. U fazi korekcije sistem prima informacije o procesu o kome je postavljena a priori
pretpostavka i, na osnovu ovih informacija, vrs$i njenu korekciju. Rezultat korekcionog koraka
naziva se a posteriori ocena. A-posteriori ocena nakon vremenske projekcije postaje a-priori
ocena u slede¢em koraku.

Jednacine vremenskog podesavanja
X, =AX;_, + BU,_,; (79)
Z,; = Azk_lAT + Q (80)

Jednacine podeSavanja na osnovu rezultata merenja

K, =X HT(HE;HT + R)™! (81)
%, = (I — K H)ER (83)

Jednacine (79-83) izvedene su u predhodnom odeljku uz pomo¢ tehnika minimizacije koje se
oslanjaju na matri¢nu algebru.

Sada je potrebno istraziti da li ¢e rekurzivni algoritam obezbediti optimalni estimator stanja
procesa odnosno da li ¢e primena jednacina Kalmanovog algoritma uvek rezultovati tacnim
estimatorom stanja. U tu svrhu ¢e biti razmotrena jo§ jedna metoda izvodenja Kalmanovog
filtera. Prvi nacin, koji je objasnjen u predhodnom poglavlju, podrazumeva minimizaciju
kovarijanse a-posteriori greske. Drugi metod, koji ¢e biti detaljno objasnjen u ovom odeljku,
koristi rekurzivni postupak estimacije postupkom najmanjih kvadrata i oslanja se na Gaus-
Markov teoremu, takode objasSnjenu u predhodnom odeljku. Prema ovoj teremi, rekurzivni
postupak na bazi metode najmanjih kvadrata obezbedi¢e nalazenje najboljeg objektivnog
estimatora (BLUE) svaki put kada su zadovoljeni predvideni uslovi. Nakon izvodenja filtera
drugom metodom uporedi¢emo rezultate 1 izvesti zakljucke.
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Dat je slede¢i regresioni model kao model mernog sistema dinamickog procesa
Y, =HX, +V, (84)

gdeje E[V,] =0iV[V,] =RiCov(Vy,V;) =0 zak # . Takode je poznato da stanje sistema
zadovoljava diferencnu jednacinu

Xk = AXk—l + BUk—l + Wk—l (85)

Kako su predpostavke Gaus-Markov teoreme zadovoljene estimator za X, u svakom koraku ¢e
biti najbolji objektivni linearni estimator.

Na osnovu rezultata merenja u koraku k (Y}), potrebno je izvesti a-posteriori ocenu X, =
E[Xk|Y,] i Z, = Cov(X,|Y}) iz a-priori ocene X5 i ;. Nakon zamene X sa ¥), i ¥ sa X;, u
jednacini (47) dobija se

E[X|Y] = E[Xg|Yi—1] + Cov(Xy, Yi|Yie—1)Cov™ (Y |V oo ) (Y — E[Y|Yi—1]) (86)

Elemente jednacine (86), varijansu, varijansu-kovarijansu i greSku predikcije ¥, na osnovu
rezultata raspolozivih posmatranja ili merenja moguce je izraziti na slede¢i nacin

Cov(Xy, Y |Yi_1) = E[(Xx — X3)Y%] = E[(Xx — X3)(HX,)T]| = Z;H (87)
Cov(Yi|Y 1) = Cov (H(X, — X;)) + Cov(V,;) = HSigma;H + R (88)
Yi — E[Y|Yi_q] = Y, — HX}: = Fy (89)

Zamenom jednacina (87-89) u jednacini (47) dobja se
X, =X; + L HT(HSigma;H" + R)"1(Y, — HX}) (90)
Na sli¢an nacin jednacina (48) postaje
Cov(Xy|Yy) = Cov(Xy|Yi—1) = Cov(Xy, Yy |Yy—1)Cov™ (¥, Xpe |V je—1) 91)
2, =X, — X HT(HX; + R)"1HX} (92)

Sumiranjem predhodnih jednacina, dobijajaju se jednacine za korekciju merenja koje se mogu
upotrebiti za pokretanje rekurzivnog algoritma

F, =Y, — HX; ostatak (93)
S, = HX HT + R kovarijansa greske (94)
K, =X H'S, pojacanje filtera (95)
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X, = X; + K, F, ocena parametara (96)
X, = (I— K H)X, kovarijansa estimacije (97)

Faza predikcije ostaje nepromenjena u odnosu na nacin objasnjen u prehodnom odeljku, posto
ona ne zavisi od metode izvodenja. Ova faza podrazumeva a-priori ocene i kovarijansu greske
uz pomo¢ matematickog modela sistema. Ovim je kompletiran skup jednacina za predikciju i
korakciju

Faza predikcije / Vremensko podeSavanje
X; =AX;_; + BU,_,; (98)
X =A%, AT +Q 99)

Faza korekcije / PodeSavanje na osnovu merenja

K, =X H'S, pojacanje filtera (100)
X, = X + K, F, ocena parametara (101)
X, = (I —KyH)X, kovarijansa estimacije (102)

Rezultati dobijeni upotrebom dva optimizaciona metoda za dobijanje Kalmanovog pojacanja se
podudaraju. Zbog toga je algoritam Klamanovog filtera izveden pomocu ove dve metode
optimalan, pod uslovom da su zadovoljeni predvideni uslovi. U prvom slucaju pristup problemu
je minimizacija a-posteriori kovarijanse greske na osnovu uslova prvog reda. Izvod kovarijanse
greske po pojacanju izjednacava se sa nulom nakon Cega se reSavanjem jednacine po pojacanju
dobija njegova optimalna vrednost. Drugi metod, koji se bazira na predpostavci Gaus-Markov
teoreme, daje zakljucak da je estimator dobijen pomocu izracunatog Kalmanovog pojacanja
najbolji objektivni linearni estimator. Cinjenica da se pomoéu dve veoma razli¢ite metode dobija
isti rezultat ukazuje da se za predpostavljeni model dobija najbolji estimator stanja sistema u
svakom koraku.

Wk Vk
Uk Xk Yk
B + » H
AT J
Kk MBS
B P(+ » H
Xkt o
Xk
AT Kk _ . _
Slika 2. Blok dijagram diskretnog Kalmanovog filtera
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Na sici 2 prikazan je blok dijagram predictor-korektor mehanizma koji konstituiSe Kalmanov
filter. Oznake koje se pojavljuju u blok dijagramu odgovaraju oznakama koje se javljaju u
jednacCinama Kalmanovog algoritma (79-83) a oznaka T oznaCava vremensko kaSnjenje izmadu
dva uzastopna koraka. Citav dijagram odgovara vremenskom i pode$avanju na osnovu merenja
koje se vrsi u svakom koraku koraku Kalmanovog filtera.

ProSireni Kalmanov filter
Razmotrimo nelinearni sistem, opisan diferencnom jednac¢inom stanja
X = f(Xy-1,Up—1) + Wy (103)
1 diferencnom jedna¢inom mernog sistema
Y, =hXp)+V, (104)

gde su X, _;, X} n-dimenzionalni vektori stanja sistema u dva uzastopna koraka k — 1, k, f je
n-dimenzionalna nelinearna prelazna vektorska funkcija sistema, h je m-dimenzionalna
nelinearna opservaciona vektorska funkcija sistema, U}, je m-dimenzionalni vektor upravljackih
veli¢éina, W, ~N(0,Q,) je n-dimenzionalni vektor Suma objekta i V, ~N(0,R;) m-
dimenzionalni vektor Suma mernog sistema, oba sa normalnom raspodelom koja ima
matematicko ocekovanje jednako nuli. Matrica Q) predstavlja kovarijansu Suma objekta a
matrica R, kovarijansu Suma mernog sistema. PoCetno stanje dato je slucajnim vektorom sa
poznatim ocekivanjem g, = E[X,] i kovarijansom £, = E[(X, — o) (Xo — )71

Ako su zadovoljeni pomenuti uslovi mogu se napisati jednacine
EW, =0 EwWW, =0, E[wWW]|=0vk=j E[WX,”"]=0vVk (105
Elvil=0 E[VV,"|=Rc E[ViV,"]=0vVk=j E[V,X,”]=0 Vk (106)
Iz ¢injenice da su vektori Wy, 1 V;, medusobno nezavisni sledi jednakost
Ewv,"] =0 vkAvj (107)

Predpostavljamo, tkode, da vektorske funkcije f i h pripadaju takozvanim C! funkcijama
odnosno da su neprekidne i imaju neprekidan prvi izvod na posmatranom domenu.

Posto su nelinearnosti objekta i mernog sistema glatke, mozemo razviti vektorske funkcije f(Xy)
1 h(X}) u Tejlorov red i na ovaj nacin aproksimirati prognozu i sledecu ocenu vektora X,.
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Inicijalno, posto su jedine dostupne informacije matematicko ocekivanje u, i1 kovarijansa X
pocetnog stanja, inicijalna ocena stanja i kovarijansa greske imaju oblik

Xy = pto = E[X,] (108)
X, =E[(Xo — Xo)(Xo - XO)T] (109)

Predpostavimo da imamo optimalnu ocenu stanja X;_; = E[Xx_1|Y—1] sa kovarijansom X _,
u koraku k — 1. Predikcioni deo X, dat je izrazom

Xi = E[Xp Y1) = EIf (Xi— ) W1 |V 1] = E[f (K= )|V 1] (110)
Razvijanjem vektorske funkcije f u Tejlorov red u okolini X,_, dobija se
fXio1) = F(Xoy) + T (Xp—y) (Xi—1 — Xj—1) + C.V.R. (111)
gde je J ¢ jakobijan funkcije f koji je definisan izrazom

[afl dfi af1]

dx; Ox, 0x,

]f= : : 112
[afn of afnJ (12
dx; Ox, 0x,

gdeje f(X) =(A(X), (X), ...,fn(X))T iX= (x4, xp,..., %,)7 a ¢lana viseg reda (C.V.R.)
moze se smatrati zanemarljivim. Otuda se proSireni kalmanov filter naziva jos i filter prvog reda.
Jednacina (111) postaje

FXie) = f(Xpor) + T (Xi-1)er— (113)

gde je €,_1 = Xy_1 — Xi_1. Ocekivana vrednost funkcije f(Xx_) uslovljena izlazom Y _;
data je izrazom

Elf XY k-1l = f(Xpoq) + T (Xp—1)El€1=11Y 1] (114)
gde je E[e;_1|Y,_1] = 0. Na osnovu ovoga a priori procena stanja X}, je
X ~ f(X1) (115)
Zamena jednacine (113) u jednacini a priori greske (59) daje
er = Xi = X = fX )+ Wiy = fF(Xin) = J(Xpeo1)erma+Wiees (116)

a kovarijansa a priori greske data je izrazom
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Z; = Elex(ep)"]
= J(Xi—1)Eler1(er ) 15 (Xpoy) + E[Wi s Wiy ] (117)
= ]f(xk—1)zk—1]fT(Xk—1) + Qk-1

U koraku k raspolozive veli¢ine su a priori procena X; sa kovarijansom Xy i merenje Y, sa
kovarijansom Ry. Cilj je dobijanje najbolje objektivne procene X, vektora stanja Xj. Jedan od
na¢ina je da predpostavimo ocenu kao linearnu kombinaciju a priori procene Xj i merenja ¥
odnosno u obliku

=

Xk:a+KkYk (118)
Iz uslova objektivnosti sledi

0= E[Xk _Xklyk]
= E[(X +ex) — (a+ K h(X,) + K V)Y ] (119)

= X — a—KE[h(X,)|Y]
dakle

a = X;—KE[R(X,)|Y,] (120)
Zamenom predhodne jednacine u jednacini (118) dobija se
X, = Xii— K (Y — E[R(X))|Y]) (121)

Razvijajuéi izraz za vektorsku jednacinu h u Tejlorov red, slicno kao u slucaju a priori procene,
u okolini X, dobija se

h(X,) = h(Xy) +Ju(X2) (X — X)) + C.V.R. (122)

gde je J, Jakobijan vektorske funkcije h koji je definisan izrazom

[0h:s Oy dh,
dx; O0x, 0x,

Jn=1 ¢ R 123
LT 129
dx; Ox, dx,

gde je h(X) = (hy(X), hy(X), ...,hn(X))Ti X = (x4, x3,...,x,)7 a ¢lan viseg reda (C.V.R.)
moze se smatrati zanemarljivim. Matematicko ocCekivanje obe strane jednacine (122) pod
uslovom Y, daje

E[R(X)IY ] = h(Xi ) + Jn(X5)Elex V] (124)
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Posto je E[e;|Y] = 0 zamenom predhodog izraza u jednac¢ina (121) dobija se
Xy ~ X —K (Y, — h(X;)) (125)
Greska a posteriori procene data je izrazom
e, =X, — X,

= f(X_) + Wiy — X —Ki (Y, — h(X}))

~ f(Xm) = f(Xpemr) + Wi =K (h(X, ) = h(Xi ) + V)

~ Jr(Xy_1)ew—s + Wiea =K Un(Xi )ex + Vi) (126)

~ ]f(xk—l)ek—l + Wk—1—Kk]h()?ﬁ)(]f()?kq)ekq + Wy_1)—KVy

~ (1=K Jw(X0) ) 1 (Xior)er-s + (I=KiJu(X2) ) Wieea =K Vi
Pa je kovarijansa greske nove procene

T = [erer]
= (1=K (X)) T (R B F (Ries) (1=K Jn(Xi) )
. . T
+ (I-Kic Ja(%5)) Qs (I-KicJ1(X3)) + KR K (127)

- _N\T
= (1=K Ju(X0)) 2 (I-KieJu(X2)) + KR KR
= T —KiJw(Xi )2 — ZicJn (XK + K Jn(X5 )2 i (XKL + KiRi K

Kovarijansa greske nove procene vazi za svako K. Kao kod standardnog Kalmanovog filtera
K, nalazimo minimizirajuéi tr(Z;) u odnosu na K, odnosno
0= otr(Zy) (128)
0K,
o v T e N P
= —(In(X)Zi) —ZiJh (Xie) + 2Kid n(Xi ) ZicTh (Xic) + 2K Ry,

Odakle je Kalmanovo pojacanje

Ky = ZiJ (%) Un(R)ZIE (X)) + Ri) (129)

Zamenom jednacinu (129) u (127) dobija se
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Iy

(1-KiJn(X2)) 2% = (1-KiJu(X2) ) BeJE (XKL + KR K
)=k = (e (%) Ko n (X )Zi/h (X)) — KiRi)K,
)%
)Zk

= (I-K Jn(X%)

(1K Jn(Xi) ) 2k — [2E (R) — K Un(X)ZE(Xe) + ROIKE (130
= (1K, Ju(X7)) 2 — [ZiJE (%) — Ziek (X0 1K
= (I-K,cJu(X5)) 2

Ovim su izvedene sve potrebne jednacine za definisanje prosSirenog Kalmanovog algoritma.

Algoritam proSirenog Kalmanovog filtera

Ako je jednacina nelinearnog sistema

X = f(Xy—1) + Wiy (131)
jednacCina opservacije
Y, =h(X;)+V, (132)
inicijalno stanje dato je formulom
X, = 1o (133)

sa kovarijansom greske X,. A priori procena stanja (predictor) odredena je izrazima
Xi ~ f(Xy—p) (134)
i =Jr(Xem)Zk-adf (Rior) + Qe (135)

1 a posteriori procena stanja (korektor) odredena je izrazima

Ky = ZiJ (%) Un(R)ZI (R) + Ri) (136)
X, ~ X —K (Y, — h(X;)) (137)
5 = (1=K Ju(X7)) 2; (138)

Potrebno je jo$§ odrediti pod kojim uslovima je proSireni Kalmanov algoritam stabilan. PoSto su
Qi 1 R simetri¢ne pozitivno definitne matrice vaze jednakosti

R, = D, DY, (140)
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. Slika 3. Blok dijagram prosirenog Kalmanovog filtera
=N -1

Ako u jednacinama (111) 1 (122) sa ¢ i y oznacimo ¢lanove viSeg reda dobijamo izraze

f(Xy) _f(j\(k) :]f()?k)ek + o (X, Xy) (141)
h(X,) — h(X,) = ]f(jzk)ek + x (X, Xy) (142)
Moguce je dokazati da je greska estimacije ograni¢ena ako vaze uslovi

1. Akosua,f,y1,Y2 > 0 pozitivni realni brojevi i za svako k vazi

(X < «a (143)
Xl < 8 (144)
Yl < X < y,l (145)

2. ]y je nesingularno za svako k
3. Postoje pozitivni realni brojevi €, €,, Ky, kK, > 0 takvi da su nelinearne funkcije ¢ i y

ogranicene izrazima
o X XO|| < €| X — Xl sa || Xic = Xee|| < 1, (146)

i XNl < xllXe = X" sa [ X, = K| < (147
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Onda je greSka estimacije e, ogranicena tako da vazi jednakosti
llexll < € (148)
a matrice kovarijanse stohastickih ¢lanova ogranicene sa
GGl < 651 (149)
DD} < 51 (150)

za nekte vrednosti parametara € i § > 0.

Iterativni proSireni Kalmanov filter

Kod prosirenog Kalmanovog filtera vektorska funkcija h se linearizuje u okolini a priori stanja
X;.. Tterativni prosireni Kalmanov filter uvodi iterativno izradunavanje a posteriori stanja u cilju
unapredenja linearizacije na taj nacin Sto se ona vrsi u okolini poslednje procene stanja. Ovo se
postize iterativnim izracunavanjem veli¢ina X x> Kix 1 X u svakom koraku. Ako, na primer, sa
X ki 0znac¢imo a posteriori ocenu u vremenskom trenutku k za i-tu iteraciju onda su iterativne

jednacine a posteriori estimacije

Kii = Zelh (X ) Un(Re)Be/E (i) + Ri) ™ (151)
X~ X —Ki (Y — h(Xi;)) (152)
Lpi= (I—Kk,i]h()?ﬁ)) ) (153)

Jednacine a priori procene stanja ostaju iste kao u slucaju proSirenog Kalmanovog algoritma.
Iterativni postupak izraCunavanja a posteriori stanja zapocinje se sa X o = X} 1 ponavlja se sve
do momenta kada promena stanja izmedu dve uzastopne iteracije postane neznatna.

Prednost iterativnog prosirenog Kalmanovog algoritma je veca taCnost a mana duze vreme
izraCunavanja.

Kontinualni Kalmanov filter
Ako razmotrimo kontinualni homogeni linearan sistem sa jedna¢inom stanja

X)) =AX() + BRU(t) + W(t) (154)

1 jednacinom izlaza
Y(t) = Ht)X(t) + V(t) (155)
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gde su W(t) i V(t) beli Sumovi posmatranog procesa i mernog sistema respektivno. Zbog
jednostavnosti izvodenja pretpostavicemo, u daljem tekstu, da su matrice A,xpn, Bnxm 1 Hixn
vremenski invarijantne mada one u praksi mogu biti promenljive. Jo§ jedna vazna pretpostavka
je da su Sumovi procesa i mernog sistema medusobno nezavisne.

Na osnovu pretpostavki mozemo pisati izraze

E[W(t )W (t)"] = Q5(t; — t3) (156)
E[V(t)V(t)"] = R6(t; — t;) (157)
EW (V)] = 0 (158)

Kovarijansa greske estimacije u vremenskom trenutku t definisana je izrazom

X =Elee’] (159)
gde je
e=X-X (160)

greSka estimacije u vremenskom trenutku t. Diferenciranjem gresSke estimacije imajuci u vidu
jednakosti (154-155) dobijamo

e=X-X
=AX +BU +W —[AX + BU +K(Y — HX)]
=AX +W —AX —K(HX +V) - KHX (161)
=(A-KH)(X —X)+W —KV
=(A-KH)e + W — KV

Na osnovu predhodnog, kovarijansu greske estimacije mozemo predstaviti u obliku

. d
X(t) = E[e e’

=E[éee +eeT]
(162)
=E[(A—KH)ee ]+ E[(W — KV )e(t)T]
+E[eeT(AT —HTKT)] + E[e WT —VTKT)]
Resavanjem diferencijalne jednacine (161) dobijamo jednakost
t
e(t) = e KMte(0) + f e A=K (W()T — v (7)TKT)dr (163)

(o]
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na osnovu koje sledi

Ele®(W () — KV(t))] = e“-KDtE[e(0)(W (L) — KV(D))]

+ f eW KM= El(W(7) - KV(@)) WD —V(D)TK")]dr

o

. (164)
= j e(A_KH)(t_T)(QS(t — 1)+ KRKT6(t — T)) dr

_1 1 T
_2Q +2KRK

Prvi ¢lan jednacine (163) eliminisan je jer ne postoji korelacija izmedu inicijalnog uslova e(0) i
izraza WT — VTK”. Drugi red dobijen je koripéenjem uslova da ne postoji korelacija izmedu
poremecaja na objektu i poremecaja na mernom sistemu (158). Poslednja relacija dobijena je na

osnovu osobine impulsne funkcije
t

f&(t—r) dr:% (165)
o
jer granice ovog integral obuhvataju samo polovinu jedini¢nog impulsa. Izvedeni ¢lan (164) je
simetri¢an §to znaci da je E[e(t)(W(t) — KV(t))] = E[(W(t) — KV(t))e(t)T] odnosno ovaj
izraz se u jednacini (162) pojavljuje dva puta. Na osnovu predhodnog konacan izraz za izvod
kovarijanse greske dobija oblik

2=(A-KH)Z+X(A" —H'K") + Q + KRK" (166)

Ovaj izraz ne zavisi od greske estimacije ali zavisi od, za sada jo$ uvek nepoznate, vrednosti
Kalmanovog pojacanja K.

Posto je X(t) simetri¢na, pozitivna i semidefinitna matrica njene sopstvene vrednosti su realne i
nenegativne. U takvom sluaju malim sopstvenim vrednostima matrice kovarijanse greske
odgovara mala greSka estimacije. Zbog toga, biramo matricu Kalmanovog pojacanja tako da
minimizira sopstvene vrednosti matrice kovarijanse greSke. Na osnovu definicije traga matrice
kovarijanse greske

tr(2) = Z Ai (167)
i=1

gde je tr(2) trag matrice X, a A; njene sopstvene vrednosti, ofigledno je da se minimiziranjem
tr(2) postize minimizacija kovarijanse greSke estimacije. Na osnovu ovoga sledi da se nalaZenje
Kalmanovog pojacanja moze izvrSiti minimiziranjem traga matrice kovarijanse greske.

U praksi se isti problem resava optimizacijom funkcije
] =tr(ZW + AF) (168)
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Gde je F n X n-dimenzionalna nula matrica a A n X n-dimenzionalna Lagranzovih mnoZioca.
Ovi mnozioci predstavljaju mehanizam za uvodenje granica u proces optimizacije. U
konkretnom slucaju, granice ¢e biti uvedene u obliku jednacine (166)

J=tr (zw +AC-(A-KH)X+Z(A"-H'K")+Q + KRKT)) (169)

Potrebno je odrediti optimalno K za koje predhodna funkcija ima minimalnu vrednost. Ovo
¢emo posti¢i izjednacavanjem izvoda funkcije / sa nulom. Da bi nasli vrednost izoda
upotrebi¢emo sledece jednakosti

)
S (T(—AKHE) = —A"ZH' (170)
) (171)
— tr(— TRTY — _ T
g (T(~AZH'K") = —AZH
) 172
— tr(AKRKT) = ATKR + AKR (172)

0K

Dokazi tvrdenja (170-171) dati su u dodatku (A2-A3) a tvrdenje (172) se izvodi na osnovu
tvrdenja (170-171). Na osnovu predhodnih jedna¢ina mozemo pisati

d
o5 = 2AG-ZH" + KR) = 0 (173)

odakle dobijamo optimalnu vrednost Kalmanovog pojacanja
K =ZXHTR! (174)

Zamenom ove vrednosti u izraz za matricu kovarijanse greske (165) dobijamo

2(t) =AX+ZAT+ Q- ZH"RHZX (175)
A, P
}.
C
Bu
= . S s “ A
B b Ty X - X
i - H }—« /_I- 1 § >o—1 =
S \+ ./
-—‘1 Slika 4. Blok dijagram kontinualnog Kalmanovog filtera
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Algoritam kontinualnog Kalmanovog filtera
Ako je jednacina homogenog linearnog sistema

X(t) = AX(t) + W(t) (176)
i jednacCina opservacije

Y(t) =HX(t)+V (177)
inicijalno stanje dato je izrazazom

X(0) =X,iX(0) =%, (178)
onda je predikcioni deo filtera odreden izrazima

X(t) = AX(t)
() = ADP() + POAT(6) +Q(t) — K(ORDKT(6) (179)
a korekcioni deo
X(t) = AX(t) + K@)[Y(t) — H(O)X ()]
(180)

K@) =Z()HT ()R 1(t)

Treba primetiti da je za reSavanje jednaCine stanja neophodno reSenje jednacine merenja i
obrnuto. Zbog toga se kontinualni Kalmanov filter ne implementira putem kompjuterskog
programa, ali se koristi kao mo¢no sredstvo na teoretskom polju filtriranja.

Primena Kalmanovog filtera

Kalmanov filter se moze upotrebiti za ocenu stanja Sirokog opsega procesa. Osim §to predstavlja
izuzetno sredstvo za prakti¢nu uptrebu ovaj filter je znacCajan sa teoretske tacke glediSa zbog
svoje osobine da minimizira varijansu greske estimacije.

Primer 1.

-----

Ovo mozemo ilustrovati na primeru kosog hica odnosno objekta koji je izbaten nekom pocetnom
brzinom i krece se pod uticajem gravitacionog polja. Za odredivanje pozicije, u prisustvu Suma
na objektu i Suma na mernom sistemu, upotrebi¢emo Kalmanov filter. Vektor stanja (§ = (p, v))
¢ine dvodimenzionalni vektori pozicije i brzine a, posto je upotreba filtera postavkom zadatka
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ograniena na estimaciju pozicije, vektor izlaza jednak je vektoru pozicicije p. Matematicki
model objekta odreden je diferencijalnim jednacinama

§=1. (181)

koje nakon diskretizacije daju sledece diferencne jednacine

p(t+1) =p(t) +6t-v(t)
=1 i i (182)
v(t+1) =v()+6t-g

Ako usvojimo pravougli referentni sistem sa kordinatama x i y onda je matemati¢ki model
sistema u prostoru stanja

Xk+1 1 0 6t 0][*k 0
Ye+1| _ 10 1 0 Ot||Vk 0
|0 o 1 oflm|T] o | Tk
Vic+1 0 0 0 11l g -6t
” (183)
5 1 0 0 071|Yk R
Zk_[o 1 0 o]lfck + Uk
Vi

U konkretnom slu¢aju pocetna brzina ¢e biti vy = 8% augao a, = 45 pa vektor pocCetnog stanja

ima oblik
3(0) = [vocosay, vosina, 1 1]7 (184)

Na slici 5. prikazani su rezultati simulacije ovakvog sistema koji su dobijeni primenom Matlab
koda (dodatak B). Da bi simultano uporedili stvarni izlaz, izlaz na mernom instrumentu i
estimaciju dobijemnu Kalmanovim filterom izvrSi¢emo sintezu sistema sa blok dijagramom na
slici 5.

Z
w >
= + 4 Zv
u s=As+Bu >®_ :
z=Cs+Du
VT
Slika 6. Blok dijagram sistema upotrebljenog za
simulaciju Kalmanovog filtera
Ze
R upotrebljenog za estimaciju pozicije kosog
> Kalman > hica
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Posto su diferencne jednafine za x i y pravac nezavisne simulacija sistema je izvrSena
dekompozicijom sistema na dva nezavisna sistema sa po dve veli¢ine stanja od kojih se jedan
odnosi na x a drugi na y pravac kordinatnog sistema. Observacija se vr$i u trajanju od jedne
sekunde pri ¢emu so rezultati zagadeni sluajnim poremecajem na mernom instrumentu u vidu
belog Suma.

Na slici 6. prikazani su rezultati simulacije za kovarijansu Suma na objektu Q = 1 i tri razlicite
kovarijanse Suma mernog sistema. Privi slucaj (sl. 6a) i odgovarajuca greska na poslednjem
grafiku (sl. 6d) navode na zakljucak da za vrednost kovarijanse mernog sistema R = 0,1 sistem
konvergira sporo. Ovo je slucaj kada se ne daje na znacaju rezultatima merenja tako da oni malo
utiCu na priblizavanje estimacije stvarnoj vrednosti. Kod drugog slucaja (sl. 6b), gde je R =
0,01, povecava se brzina konvergencije sistema. Napokon, kod treceg slucaja (sl. 6¢), gde je
kovarijansa greske mernog sistema izuzetno mala R = 0,001, dolazi do brze konvergencije
procenjenog stanja ka svarnoj vrednosti. U ovom slucaju je dat veliki znac¢aj rezultatima merenja
tako da estimacija osciluje prateci vrednost slucajne promenljive.

18 T T T T T 1.8 T T T T T T
) — stvamo . — gtvamo
¥ a) - * mereno ¥ b) _ s + mereng
16F e — ocehjeno 16F A — ocenjeno

o8t
0B}
o4t

02f /* R=0l 7 02f i R=00

T
— stvarno
+ mereno
— ocenjeno

0ar
06 -
04r

02f Yy R= 000l 1

Slika 6. Simulacija primene Kalmanovog filtera za odredivanje polozaja objekta izbacenog u gravitacionom polju: a) R=0,1, b) R=0,01 i c)
R=0,001; d) uporedni prikaz greske estimacije za navedena tri slucaja
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Primer 2.

Primenu prosirenog Kalmanovog filtera ilustrovatemo na primeru estimacije pozicije i brzine
dvofaznog sinhronog koracnog motora sa permanentnim magnetom na osnovu raspolozivih
vrednosti struja na namotajima. Diferencijalne jednacine koje opisuju rad motora imaju oblik

. R wl Ug + W,

Ia:—zla-}'TSlTle-}'T

. R wA ub+Wb

Ib:—zlb+TCOSB+T

(185)

5= A g+ on g sing — 2 4
W =——1I5n — [pSINU — — w,
2] ¢ 2" J

0=w

u kojima su promenljive I, i I}, struje u naomotajima motora, 6 je ugaona pozicija motora, w
ugaona brzina motora, R otpor namotaja, L induktivnost namotaja, A konstanta fluksa, F
koeficijent viskoznog trenja koji deluje na motor i teret, ] moment inercije motora i tereta, u, i
up naponi na namotajima i w, Sum koji potice od neizvesnosti obrtnog momenta tereta. Na
osnovu diferencijalnih jednac¢ina mozemo definisati vektor stanja

x=[, I, o 6] (186)

Nakon diskretizacije dobijamo diferencne jednacine stanja

i R wA Ug ]
—Zla +TSlTl9 +T ﬂ
- — — b
Xier1 = Xpe + pot st |ac+ " (187)
34 34 Fw W,
—Elasme +Zlb5m9 —T 0
- a) .

Stanje objekta odredujemo na osnovu merenja struje na namotajima pa je jednacina izlaza

y =[]+ ] (188)

gde su v, 1 v, Sumovi mernog sistema. Jakobijeva matrica vektorske funkcije prelaza stanja ima
oblik

32



Jr =

3 .
2]Sl7’l
0

0 A 0
L Sin
R A
L 7 cos
34 p F
——cos -— =
2] J
0 1

¢ 0
[ cos
wA p
[ Sin
3/11 0+ 3/11
2] 4COS 2] pCOS
0 |

Upravljacki signal motora dat je dvema sinusnim funkcijama koje su pomerene u fazi

Odnosno u diskretnom obliku

u,(t) = sin2mt

u, (t) = cos2mt

Uy = Sin2mkAt

Upr = cos2mkAt

(188)

(189)

(190)

Struja a (&)

06

T
Stvarno

Ocenjeno

Struja B [A)

T
Stvarno

Qcenjeno

Ugaona brzina (radfs)

ns 1 1 I 1 1 I 1 1
0 02 04 0B 08 1 1.2 14 18 18 2
T 7 T
Stvarno Stvarno
Ocenjeno sl Qcenjeno
5 e
T4
=
g3t
o
2 =
1 L
1 | 1 | 1 | 1 1 | il 1 | I 1 | 1 1 1
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Slika 7. Simulacija prosirenog Kalmanovog filtera za odredivanje pozicije i brzine dvofaznog sinhronog motora sa permanentnim magnetom
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Na slici 7. prikazani su rezultati simulacije opisanog sistema primenom Matlab koda (Dodatak
C) u trajanju od dve sekunde. Prilikom simulacije usvojene su vrednosti standardne devijacije
ulaznih signala w, = wy, = 0,001As i vrednost standardne devijacije Suma na obrtnom momentu
motora w, = 0,05rad/s?. Na gornjim slikama predstavljene su stvarne i ocenjene vrednosti
struje za oba namotaja sinhronog kora¢nog motora sa permanentnim magnetom. Treca slika
predstavlja prmenu stvarne i ocenjene vrednosti ugaonog ubrzanja ovog motora u zavisnosti od
vremena a Cetvrta predstavlja promenu stvarne i ocenjene vrednosti pozicije rotora u zavisnosti
od vremena. Rezultati merenja sastoje se od vrednosti struja u dva namotaja motora. Medutim
rezultati izvrSene simulacije pokazuju da se primenom prosSirenog Kalmanovog filtera i ostale
veli¢ine stanja (pozicija 1 brzina) mogu oceniti sa zadovoljavaju¢om ta¢noscu.

Treba naglasiti da se, u slucaju linearnog sistema primenjuje isklju¢ivo linearan Kalmanov filter.
Prosireni Kalmanov algoritam primenjuje se samo kada je to apsolutno neophodno tj. u slucaju
da je objekat observacije izrazito nelinearan.
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Dodatak A

1. Izvodenje izraza za kovarijansu zbira dva slu¢ajna vektora
Zxey = E[X + VX + V)] = (ux + py) (ux + )"
=E[(X; +Y)? + -+ (Xn + )21 (uy + pty) (ux + )"

=E[(XZ+ X2+ (Y2 + YD)+ 2E[X;Y] + - +X, Y] —

- ((.UX,1 + .UY,1)2 + - +(.“X,n + .UY,n)Z)
(A1)
=E[(X2+ X2+ (Y2 + YD)+ 2E[X. Y + - +X,, Y, ] —
— (U3 + -+ 1) + (B + o+ u2) + 2(xattys + -+ Hxnbtyn))
=ELOXF + - XD] = (kg + -+ pfn) + ELOVE + VD] = (w0 + 4 1)

:ZX + Zy

2. Dokaz tvrdenja ;—Ktr(—AKHZ') = —ATZHT

n n n
tr(AKB) = tr ZAU Z Kjx By | = ZZAU z KB (A2)

l l
=1 i=1j=1 k=1

j=1 k
odakle je
n
——tr(AKB) = ) Ay, Ayy; = (BA)y,j, = BAY,, (A3)
Joko im1
odnosno
4 T T pT
i (T(AKB) = (BA)" = A"B (A4)

3. Dokaz tvrdenjag—xtr(—AEHTKT) = —AZHT

n n n n
tr(AK") = tr zAinﬁ = tr ZAinlj :ZZAU’ Kij (AS)
L - ,

J
odakle je
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tT(AKT) = Aiojo (A6)

aI{iojo
odnosno
g (AK") = A (A7)
—tr =
0K
Dodatak B
%
% Simulacija diskretnog Kalmanovog filtera na primeru kosog hica
%
clear
%Period diskretizacije
dt=0.01;
%Vektor vremena
t=[0:dt:1];

%Rezolucija u vremenskom domenu
resolution=length(t);
%Ubrzanje zemljine tezZe
g=9.81;

%Po?etna brzina

v0=8;

%Po?etni ugao

alphaO=pi/4;

%Po?etni uslovi

x0=[0 vO*cos(alpha0) 0 1];
yO0=[0 vO*sin(alpha0) 1 1];

%Kovarijansa Suma na objektu
Q=0.1;

%Kovarijansa Suma mernog sisteman
R=0.001;

%Resetovanje slu?ajne funkcije
randn("seed”,0)

%Vektor ulaznog signala
u=ones(1,resolution);

%Vektor Suma na objektu

w = sqrt(0.1)*randn(resolution,?2);
%Vektor Suma mernog sistema

v = sqrt(0.001)*randn(resolution,?2);

%Matematicki model objekta

A=[1 dt; 0 1];

Bx=[0 0]";

By=[0 -g*dt]";

c=[1 0];

D=[0];

ObjectStvarnoX = ss(A,[Bx [1 1]°]1.C,D,dt, "inputname®,{"u" "w"}, "outputname”,{"x"});
ObjectStvarnoY = ss(A,[By By],C,D,dt, "inputname®,{"u” "w"}, "outputname”,{"y"});

%Matemati?ki model objekta sa Sumom na mernom sistemu
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a = A;

bx = [Bx Bx 0*Bx];

by = [By By 0*By];

c = [C;C];

d=1[000; 00 1];

ObjectMerenoX = ss(a,bx,c,d,dt, "inputname®,{"u"
“outputname”,{"x" "xv'});

ObjectMerenoY = ss(a,by,c,d,dt, "inputname”,{"u" “w" “"vy"},...
“outputname”,{"y" “yv'});

w® Twx"}, ...

%Generisanje Kalmanovog filtera sa za obe kordinate
[KalmanovFilterX,Lx,Px,Mx] = kalman(ObjectStvarnoX,Q,R);
[KalmanovFilterY,Ly,Py,My] = kalman(ObjectStvarnoY,Q,R);

%Potreban je samo izlaz dok se veli?ine stanja zanemaruju
KalmanovFi lterX= KalmanovFilterX(1,:);
KalmanovFilterY= KalmanovFilterY(1,:);

%Spajanje sistema

ParalelnoX = parallel(ObjectMerenoX,KalmanovFilterX,1,1,[1.[1):;
ParalelnoY = parallel(ObjectMerenoY,KalmanovFilterY,1,1,[1.[1);
%Povratna veza izmedju izlaza iz objekta i ulaza u Kalmanov filter
KonacoX = feedback(ParalelnoX,1,4,2,1);

KonacoY = feedback(ParalelnoY,1,4,2,1);

%Drugi red nije potreban

KonacoX = KonacoX([1 3],.[1 2 3]):

KonacoY = KonacoY([1 3].[1 2 3]);

[outX,t,x] Isim(KonacoX, [w(:,1) v(:,1) u"],t,x0);
[outY,t,y] = Isim(KonacoY, [w(:,2) v(:,2) u*],t,y0);

figure("Color®,[1 1 1]);
%plot(t,outX(:,1),"g",t,outX(:,2),"r",t,outX(:,1)+vx,"b")
%plot(t,outY(:,1),"g",t,outY(:,2),"r",t,outY(:,1)+vy,"b")

plot(outX(:,1),outY(:,1),"b",outX(:,2),0utY(:,2), "r",outX(:,1)+v(:,1),outY(:,D+v(:,2)

,79-7)

Dodatak C

%
% Simulacija proSirenog Kalmanovog filtera
%

%0tpor namotaja

Ra = 2;
%Induktivnost namotaja
L = 0.003;

%Konstanta motora
lambda = 0.1;

38



%Moment inercije rotora sa teretom
J = 0.002;

%KoeFicijent viskoznog trenja rotora sa teretom

B = 0.001;

%Standardne devijacije sumova na objektu i mernom sistemu

StDevUlaza = 0.001;
StDevUbrzanja = 0.05;
StDevMerenja = 0.1;

%Kovarijansa Suma na objektu

Q = [StDevUlazan~2 0 0 0; O StbevUlaza”2 0 O;
%Kovarijansa Suma mernog sistema

R = [StDevMerenja”2 0; 0 StDevMerenja™2];

%Inicijalna vrednost estimacije
P = 1*eye(4);

%Period diskretizacije

dt = 0.0002;

%Period observacije

T = 0.001;

%Trajanje simulacije

tf = 2; % Simulation length

%Inicijalno stanje

x = [0; 0; 0; 0O];

%Inicijalna estimacija

xhat = x; % Initial state estimate

%Frekvencija ulaznog signala

w =2 * pi;

%Kovarijansa objekta u diskretnom domenu
Q=Q*T;

%Koliko se ?esto Stampaju rezultati
dtPlot = 0.01;

0 0 StDevUbrzanjan2 0O

%Najraniji trenutak snimanja podataka za Stampu

tPlot = -inf;

%Inicijalizacija nizova za Stampu
%Stvarno stanje

xXArray = [1;

%0cenjeno stanje

xhatArray = [];

%Trag kovarijanse greSke estimacije
trPArray = [];

%Vreme

tArray = [1;

%Simulaciona petlja

for t =0 : T : tfF-T+eps
%Merenje sa Sumom
%Sum merenja

y = [x(1); x(2)] + StbevMerenja * randn(2,1);

if t >= tPlot + dtPlot

000 0];
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tPlot = t + dtPlot - eps;
%Cuvanje podataka za StamSanje
XArray = [XxArray X];
xhatArray = [xhatArray xhat];
tArray = [tArray t];

end

%Simulacija sistema

for tau = 0 : dt : T-dt+eps
%Podesavanje vremena
time = t + tau;
%Upravljacki signali
ua = sin(w*time);
ub = cos(w*time);
%Jednacina objekta

xdot = [-Ra/L*x(1) + x(3)*lambda/L*sin(x(4)) + ua/L; -Ra/L*x(2) -

x(3)*lambda/L*cos(x(4)) + ub/L;
-3/2*lambda/J*x(1)*sin(x(4)) + 3/2*lambda/J*x(2)*cos(x(4)) - B/I*x(3);

x(3)1;

%O0bjekat sa sumovima
xdot = xdot + [StDevUlaza; StDevUlaza; StDevUbrzanja; 0] .* randn(4,1);
%Stanje
X = X + xdot * dt;
%Skracivanje ugla iznad 2pi
x(4) = mod(x(4), 2*pi);

end

%Upravljacki signali

ua = sin(w*t);

ub = cos(w*t);

%Jakobijeva matrica

Jf= [-Ra/L 0 lambda/L*sin(xhat(4)) xhat(3)*lambda/L*cos(xhat(4));
0 -Ra/L -lambda/L*cos(xhat(4)) xhat(3)*lambda/L*sin(xhat(4));
-3/2*lambda/J*sin(xhat(4)) 3/2*lambda/J*cos(xhat(4)) -B/J ...
-3/2*lambda/J*(xhat(1)*cos(xhat(4))+xhat(2)*sin(xhat(4)));
001 0];

%Matrica observacije

C=[1000; 010 0];

%Kalmanovo pojacanje

K=P*C" *inv(C*P *C" + R);

%Podesavanje estimacije

deltax = [-Ra/L*xhat(1) + xhat(3)*lambda/L*sin(xhat(4)) + ua/L;
-Ra/L*xhat(2) - xhat(3)*lambda/L*cos(xhat(4)) + ub/L;
-3/2*lambda/J*xhat(1)*sin(xhat(4)) + 3/2*lambda/J*xhat(2)*cos(xhat(4)) -

B/J*xhat(3);

xhat(3)] * T;

%Posteriori stanje
xhat = xhat + deltax + K * (y - [xhat(1); xhat(2)]):;

%Skracivanje ugla iznad 2pi
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xhat(4) = mod(xhat(4), 2*pi);

% Update the estimation error covariance.
P=JF* ((eye(d) - K*C) *P) * IJf" + Q;
end

% Plot the results
close all;
figure; set(gcf,"Color™,"White");

subplot(2,2,1); hold on; box on;

plot(tArray, XArray(l,:), "b", “LineWidth", 2);
plot(tArray, xhatArray(1,:), "r", "LineWidth®, 2)
plot(tArray, xArray(1,:), "g.", "LineWidth", 2)
set(gca, "FontSize",12); ylabel("Struja a (A)");

subplot(2,2,2); hold on; box on;

plot(tArray, XArray(2,:), "b", “LineWidth", 2);
plot(tArray, xhatArray(2,:), "r", "LineWidth", 2)
set(gca, "FontSize",12); ylabel("Struja B (A)");

subplot(2,2,3); hold on; box on;

plot(tArray, xArray(3,:), "b", "LineWidth", 2);
plot(tArray, xhatArray(3,:), "r", "LineWidth", 2)
set(gca, "FontSize",12);

xlabel("Vreme (s)"); ylabel("Ugaona brzina (rad/s)");

subplot(2,2,4); hold on; box on;

plot(tArray, xArray(4,:), "b", "LineWidth", 2);
plot(tArray,xhatArray(4,:), "r", "LineWidth®, 2)
set(gca, "FontSize",12);

xlabel("Vreme (s)"); ylabel("Pozicija (rad)");
legend("Stvarno®, "Ocenjeno”);
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